Tema 6. Maquinas de vectores
de soporte (SVM)

SVM para clasificacion (SVC) de 2 clases

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o
y(x)=sign| X ey K[x,), x]+b
i=1

« Clasificador linear y=sgn(w™x+b) no espazo oculto. Saida y=-1 para
unha clase, y=+1 para a outra; x_ ...X_,,, Son M vectores de soporte

- Parametros entrenabeis: {a},_,", b; hiper-parametros sintonizabeis:

regularizacion (1), parametro(s) do cerne (kernel) K
« A SVM combina dous ingredentes fundamentais:
1) Uso dun cerne K para aumentar a separabilidade linear dos datos

2) Seleccidén do clasificador linear que minimiza a sobreaprendizaxe

Tema 6. Maquinas de vectores de soporte 1



Cernes (I)

« Teorema de Cover (1965): a probabilidade de que N patréns no
espazo n-dimensional sexan linearmente separabeis é 1 se n>N-1 e:

1 <~ [N-1
2N ;( i )
se n<N-1. Esta é unha funcién crecente con n

« Aumentando a dimensionalidade n dos datos, aumenta a
probabilidade de que sexan linearmente separabeis

« Aplicacion cerne: mapea o espazo de entrada R" a R™ con m>n:
X - ®(x)

« A separabilidade linear € mais probabel
neste seqgundo espazo, chamado espazo
oculto ou de caracteristicas

« Un cerne ® usualmente cumpre que
d(x)'®d(y)=K(x,y): producto escalar
xeralizado. Se existe expresion para ®(x) en R™ o cerne é separabel
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Cernes (Il)

* K(x,y) € unha medida de similaridade xeralizada entre x e y

A SVM é un clasificador linear de vector w no espazo oculto ®(x)

M

« \Veremos que: W:Z O‘iys(i)q)[xs(i)]
i=1
sendo M<N o n® de vectores de soporte {x_,},_,"

M
« Polo tanto: y:sign[wT(I>(X)+b]:Sign Zaiys(i)qD[xS(,-)]Tq)(X)+b
o i=1
; aiys(i)K[Xs(i)’x]-l_b

* Hai varios cernes distintos, con hiper-parametros que se deben
sintonizar para cada problema

y(x):sign

—|x—y[
20

- Cerne gausiano ou RBF: hai que K(x,y)=exp
sintonizar a anchura o: Valores: {2'} /1

(espazo oculto de dimensidn infinita)
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Cernes (lll)

* Cerne polindmico K(x,y)=(x"y+a)b. Hiperparametros:
1)a: sesgo, -u <a <u se x,y estan estandarizados: |xy|<u
2)b: grao=1,2,3

 Hai outros cernes, p.ex. para cadeas de caracteres

« Sen cerne, usas un cerne linear K(x,y)= x"y, clasificador
linear no espazo de entrada, sen hiper-parametros

* O cerne que mellor funciona normalmente é o gausiano, que
so ten un hiperparametro: a anchura o

« A calidade da SVM (acerto en clasificacion, RMSE en
regresion) mostra un extremo para o mellor valor de o

« A SVM con cerne linear funciona bastante pior que a SVM
gausiana, agas con n moi alto, porque a separabilidade linear
Xa € moi elevada no espazo de entrada
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Minimizacion da
sobreaprendizaxe

« Teoria da aprendizaxe estatistica (V. Vapnik, anos 60)

 Dimensién de Vapnik-Chervonenkis (h) dun clasificador de 2 clases
€ 0 maximo numero de patrons que pode aprender sen erros, sexa
cal sexa o etiquetado de clases dos patrons

 Mide a complexidade do clasificador: canto mais alta sexa h, mais
sobreaprendizaxe. Débese minimizar

 Para un clasificador linear nun espazo n-dimensional R": h=n+1

« Se 0s patrons verifican |x|<D e p € o0 marxe (minima distancia
entre x e o hiperplano que separa entre clases), enton:

2

0

« Débese maximizar a marxe p para minimizar a cota superior de h,
e polo tanto a sobreaprendizaxe (risco estructural)

h<min ,n|+1  Para un clasificador linear

Tema 6. Maquinas de vectores de soporte 5



Saida da SVM (I) /%‘EE?ZCL?;QHS

« A marxe p no espazo oculto é: p=

min ‘WT(I)(Xi)+b|

. Imponse a condicién |w'®(x,)+b|=1, para
0 X, mais cercano, asi que p=1/|w|

e O erro de entrenamento avaliase como
g=max(0,1-y(w'®(x)+b)) para &(x)

« £>0 < &(x) clasificase mal (¢>1) ou ben

pero moi cerca de estar mal (0<g<1)

i=1...N w|
Hiperplano bon
o O
O
O
O
m D/// . o @
. ///// )
Hiperplano °
malo o | @
@

* Hai que maximizar (A=hiperparametro de regularizacion):

Erro de xeralizacion
(risco estructural)

J(w,b,E)=lwf+1D g«

Erro de entrenamento
(risco empirico)

v i=1

coas condicions: SiZO,yi(wTC_IS(xi)+b)21— LI=1...N
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Saida da SVM (Il)

- Meétodo dos multiplicadores de Lagrange: {a,p.},_,"

L(W:b,é:B,a):|W|2+)LZ §i+Z b, §i+Z ai[yi<WT(_IB<xi)+b>_1+§i]

 Derivando a respeito de w e igualando a O: WZZ Ol,-yﬂ’(&-)
=1
« Vector w: combinacién linear dos patréns de entrenamento. Isto
non é escalabel para N grandes

» Solucidon: como veremos, a. =0 para moitos i (solucion dispersa)

. Derivando a respeito de b, §, a. e 8, transférmase o problema a

aK o L
, sendo K..=K(x.T,x. ), coas condicions:
( \

maximizar &' 1—

b’cTy:O,OSais)L,ﬁié-‘i:O,a x ,X)+b|(=0,i=1,...N

uMz
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Saida da SVM (lII)

« Este problema de optimizacion resdlvese usando calculo numérico
iterativo.

« Canto mais dificil € o problema, mais tempo tarda en resolverse a
optimizacion. Pode ser mais rapida en problemas mais grandes

SO se requiren M patréns de entrenamento (vectores de soporte)

XX,y Para os que 0<o<i, sendo o=0 para os restantes

patrons (solucion dispersa):  ,, Calculo do sesgo

W NO espazo OCU|tO—>W:Z O{iys<,-)(13 [XS(,-)] /

i=1 M
- Sendo (x_,y ) un vector de soporte: b:ym—z Q; ys(i)K[xm,xs(i)]
=1
« Sustituindo w en z=sign(w'®(x)+b) e usando que ®(x)'®(y)=K(x,y)
obtemos a expresioén da SVM:

M
y(x)=sign| 2 o,y K[x,,x]+b
i=1
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Hiperparametros e
clasificacion multi-clase (I)

 Hiperparametros sintonizabeis, cerne gausiano, grid-search:

A (regularizaciéon): 2°..21%: os resultados non son moi sensibeis ao
seu valor, & pouco importante

o (ancho do cerne gausiano): 23..27 : moi importante nos
resultados: o mellor valor esta a middo no medio dos extremos

« Clasificacion multiclase: se C>2 ¢é elevado, usar o esqguema one-
vs-all (OVA), de O(C), onde a SVM i-ésima clasifica os patrons entre
a clase i e as restantes, usa C SVMs de 2 clases

- Aci 2 . V
« A SVM i-ésima entrena con tddolos patrdns VG,

(y.=1 se x_pertence a clase i, y,=-1 en
caso contrario)
M
Zi<x):Z ajys(j)K[Xs(j)Jx]-l-b
=1
| 2(x)= MK (7(x) SvC

 Todas as SVMs usan 0s mesmos valoresde A e o
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Clasificacion multi-clase (ll)

« Con C>2 baixo, empregase un esquema one-vs-one (OVO).
Usa C(C-1)/2 SVMs de 2 clases. Acerta mais que OVA. E mais
lento que OVA porque ten complexidade O(C?)

« A SVM ij clasifica entre a claseieaj, coni=1..C-1 e j=i+1..C,
entrenando so cos patrons x, destas clases (y, =1 se x, _¢é da

claseiey =-1se x é da clase j)
k k

1,2

1,C
X 2,3

2,C

(C-1),C

SVM i,j
2 clases

> zij(x)e{i,j}

z(x

)= 9gmax [y, )

Zc-1)c 3(x,y)=1 se x=y e §(x,y)=0 se x#y
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Regresidon reqularizada con
cernes (kernel ridge regression)

—|x—y[

 Sexa un cerne K: R"XR"»R, p. ex. gausiano: K(x,y):exp

20’

« Regresion non linear: modela a saida como:
N

zz w.K(x,x,)=w k(x) k(x)=[K(x,x,)...K(x,x,)]
i=1
A funcién K é un cerne (producto escalar xeralizado):
_argmin J(v )=
w g (J( Z

2

N

=2 wiK (x,x)| +A[f (x)]
j=1
* J(w) pode rescribirse como J(w) ( Kw)"(y-Kw)+)\w'K'w, onde K é

a matriz NxN de cernes con K, =K(x;x;). Derivando e igualando a 0:

P~

J

(KTK+A.KT>W:KT)/—)WZ(K+}LI) I € a matriz

Yy identidade

- Saida para un patrén de teste x: z=y' (K+AI) 'k(x)

Tema 6. Maquinas de vectores de soporte 11




Support vector regression ¢-SVR (l)

O RMSE non é moi axeitado para regresion porque os artefactos
(valores moi alonxados da media) dan diferencias cadraticas altas

. Usase a funcion linear e-insensitiva: &= max (0,]y-z(x.)|-¢)

« Minimizar a funcién de custe: j= ™! |W|

+)LZ §+§ Tubo de ancho ¢

arredor da curva

coas condicidns:

yi—w ®(x,)-b<e+&',i=1...N
w ®(x.)+b—y.<e+&,i=1...N
&=>0, ’g’.'ZO,i:Ml...N

* Solucion: w:Z a.—a.')CIJ[xS(i)]
i=1
sendo o, e o’ os M multiplicadores de Lagrange

asouados as condicions e aos vectores de soporte x_,,..X
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Support vector regression ¢-SVR (ll)

M
» Célculo do sesgo: b=e—y +) (o,—a')K[x,,X, ;]

i=1
onde x_ € un vector de soporte e y_ € a sua saida desexada
M

- Saida da e-SVR: z(x)=b+) (a— ;") K[x,x,;]
=1

« Hiperparametros sintonizabeis con cerne gausiano: igual que
en clasificacion: regularizacién (1) e ancho do cerne (o)

« Os vectores de soporte x. verifican z(x)) €[y-¢€, y+€], e 0<a.,,
a’<h. Os restantes x. verifican o, =o.'=0. O valor de ¢ non é
sensibel (¢=0.1 funciona ben)

« A e-SVR é o mellor algoritmo de regresién que existe
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Complexidade e implementacidns

O entrenamento da SVM é unha optimizacién cadratica con
complexidade O(N3) e memoria O(N?); OVA & O(C?), OVO é O(C)

Implementacions eficientes: O(NP) con 1=p=<2.3
Lenta para N>10.000-50.000, dependendo do n? de entradas

Con patréns moi anchos (n elevado), usa cerne linear porque non é

necesario mapear a un espazo multi-dimensional (x_,y _): vector
4 de soporte

M M
J’(X):Sig”(WTX"’b),W:Z aiys(i)xs(i)’b:ym_z O{iys(i)xzi;xs(i) Clasificacion
i=1 i=1

M

M
T T .
y(x)=w X"'b:W:Z <ai_ai')xs(i)’b:8_ym+z (ai_ai')xmxs(i) Regresion
i=1 i=1
 Os cernes linear e gausiano dan calidades similares con n alto

 LibSVM: accesibel dende C++, Octave/Matlab, Python, Weka/Java.
Proporciona SVC multi-clase OVO, €-SVR, e outras

* Funcién ksvm en paquete kernlab de R
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