Tema 2. Analise discriminante
linear e regresion linear

 LDA: linear discriminant analysis, 2 clases
 Proxecta a un espazo v=w'x unidimensional no cal:

a) Maximizase a separacion entre as medias das 2
clases (entre clases): m=w'm, i=1,2 1
ml:ﬁ Z Xj

b) Minimizase a separacion entre i y,=i
os patréons da mesma clase (intraclase)
N.=n? patrons

 Medida de separacion: covarianza de clase i

no espazo proxectado
. Intraclase s2: s;=2 (v,—m)'=2, (W' x;}—w'm,)",i=1,2

y=i y=i /
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LDA para clasificacion binaria (1)

- Covarianza entre clases en 1D: (m-m,)?

e Criterio de Fisher: J(w):(mlz_mz)

2
. ’ 51+52 WTSBW .
« Substituindom. es?vs.w:  J(w)=— Cociente
w S, w de Rayleigh
- S_: matriz de covarianza entre clases no espazo

orixinal

SB:<m2_m1)<m2_m1>T Swzi .(Xj_mi)<xj_mi>T

. : S._e S cadradas de orde n
+ S, suma de matrices 5 € Sw
de covarianza intraclase
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Exemplo de LDA

 Proxéctase a un espazo C-1-dimensional onde se
maximiza a covarianza entre clases e minimizase a
suma de covarianzas intraclase

« Exemplo con C=3 clases de R3 a R?

0D OO
m mE m
7 m - EE U
.D DDD
...DDDDAD -
3 m
o o 4 [ A A‘
N o o
° A o A A
° A
° ® A o ® o ° A
Y o O @ A A a
o a® s A o o
A
o A A i ° A A -
° o ® A 4, A
AOA A A A
A

 Maximiza a covarianza entre clases e minimiza a
covarianza intraclase
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LDA para clasificacion binaria (Il)

e Para maximizar J(w), fago VJ(w)=d)(w)/dw=0 e obtefo:
(W'S,w)S w=(w'S, w)S.w
- Consideremos que S, w=(m,-m_ )(m,-m_)'w.

« Como (m,-m )'w é un escalar, isto podese escribir como
AMm,-m,), obtendo

(WS w)S w=(w'S, w)i(m,-m,)

 Suprimo os escalares w'S_.w e w'S w e o vector w e paralelo
as,(m-m)

- Como |w| non importa, Usase w=S *(m,-m,)

- Se non existe S ! reqularizase: (S,,+al)?, con a=0* ;
w (m,+m,)

« Clasificacién: y(x)=sign(w'x - b): b € o umbral b= 5
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Discriminante linear de Fisher

A miudo Usase como sinénimo de LDA, pero hai lixeiras diferencias: o DL
de Fisher non supdn clases con distribucibns normais nin iguais
covarianzas de clase

Sem, m,eS,, S, son as medias e covarianzas das duas clases, w'x ten
media w'm,_ e covarianza w'Sw para i=1,2

Fisher definiu a separacion S entre as duas distribucidns das clases como o

cociente da varianza entre clases 2 T T 2
e a varianza intraclase: S= . — (W m,—w ml)
Lol - o WT<S +S,)w
E facil demostrar que a maxima w 1792

separacion S acadase cando:
W“(S1+Sz)_1<m2_m1>

Se as distribuciéns son w' (m+m,) m S;'m,+m,S," ' m,
parecidas, un offset b b= —
axeitado é: 2 2

Se S.=S, e as distribuciéns son normais, acadase o LDA
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LDA multiclase (I)

e Con C>2 clases, LDA proxecta a espazo D-dimensional,
con D=C-1: usualmente D=C-1

« Suponse que as C clases tenen medlas m,i=1.C,ea

mesma matriz de Z Z X B

T
. : (x, ;—m,
covarianza media SW: - )

1yj—1

. A covarianza S, entre clases é: SB:lZ (m,—m)(m.—m)"

C i=1
- N
« A separacién S entre clases m:iZ .
na direcciénde w estd dada por: N
T
W S;w
w S, w

O vector w é un autovector de S 'S, e a separacion S
€ 0 seu autovalor asociado
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LDA multiclase (Il)

O producto exterior de 2 vectores n-dimensionais (xx', sendo
X un vector columna) € unha matriz nxn de rango 1

O rango da matriz S, € <C-1 porque S_ € a suma de C
matrices que son productos exteriores

- Como S 'S, e diagonalizabel, a variabilidade das n entradas

orixinais consérvase no subespazo de dimension C-1 xerado
polos C-1 meirandes autovalores de S 'S,

 No canto de por un vector w como na clasificacion binaria, o
LDA multiclase ven definido pola matriz W, de orde (C-1)xn,
que proxecta x. a v=Wx, €R“*, cun vector w,, con i=1..C-1, en

cada fila

O LDA emprégase para clasificacién e tamén para reduccidon da
dimensionalidade (de n a D<C-1)
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LDA multiclase (lll)

 No programa gue veremos na clase interactiva:

* Matriz de covarianza de clase i: S, =1 (x.—m.)(x.—mi)T
N—17Z770 70

« Matriz de covarlanza total S.:

N1 ;
S_ —_— —_ —_—
=X RS D e m s m)

=1 y.=i
- Offset b. de clase i: "
N; m 'S;'m,

b=log — —i=1..C

. Vector w, de clase i, con i=1..C: w,=S;'m,

. Activacion L(x) de clase i para patron de teste x:

T Funcién softmax:

Li(X)—Wi X+bl- O i ) aproximacion

| x .

. _argmax | € suavizada

* Clase predita z(x): Z(X)—._g C (derivabel) a
i=1...C L.(x) funcién maximo
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Regresion linear: minimos cadrados
(least mean squares, LMS)

Funcion lineal para predecir a saida: z=v'u+b=w"x

onde w=(v,1),x=(u,1) dados {x,y.} _"

Y1

Minimizar o el;\t;o cadratico:

E(w)=Y (y-w'xP=ly—Xwh=(y—Xw) (y—Xw)

i=1
En forma matricial:

YN

X =

E(W):yTy—yTXw—wTXTy+wTXTXw:yTy—ZwTXTy+wTXTXW

Derivando e igualando a O:

_OE(w)

VE(w)= =2X ' y+2X Xw=0=>X Xw=X'y

ow
A solucién é: w=(X"X)"'X"y=X"y

A matriz (X" X)1 X" é a pseudoinversa de Moore-Penrose (X') de X: funcion

pinv(x) en Octave

Funcion Im de paquete stats en R
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Regresion linear regularizada
(ridge regression)

 Minimos cadrados regularizados ou ridge (Tikhonov):
para evitar sobreaprendizaxe, pondérase tamén |w|, que
mide a complexidade do modelo:
N

E(w)=2_ (yi—w'xJ+Alwf=|y - Xw["+ A|w[

. i=1 . . .
* Orientada a problemas colineares (ill-posed) nos que a matriz
X é singular, o cal é frecuente con datos anchos (n alto).

 Suma un valor positivo (parametro de regularizacion, \) a
diagonal da matriz.

* Solucién: w=(AI +X X) 'X y™
* Funcién Im.ridge en paquete MASS de R

I € a matriz identidade
cadrada de orde n

- Regresion loxistica: y=w'®(x)+b, onde &(x)=(P,,...,P_) €
®,(x)=f((x-m,)/0,), sendo f(t)=1/(1+e") a funcion sigmoide

|
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Implementacions

* As implementacions en Octave non usan
ningunha funcion ou obxecto

Python R Weka-Java
LDA discriminant_analysis/ MASS/Ida | weka.classifiers.functions.
LinearDiscriminantAnalysis LDA
Regresion linear | linear_model/LinearRegression | MASS/Im y _
. : : weka.classifiers.functions.
Regresion linear_model/Ridge MASS/ LinearRegression
regularizada Im.ridge
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