Desenvolvemento en seriede funcions. Series numéricas

Aproximacion dunha funcion mediante unha serie de potencias

O conxunto de monomios {x"} .® constitle unha base no espazo vectorial das
funcidons. Isto significa que toda funcién f(x) pédese aproximar en torno a un punto

x=acomo unha serie de potencias (tamén chamada Polinomio de Taylor) de orde
n:

n

f(x) = Zai(x—a)i, X€E [a—ega+¢e]
i=1

Isto € un polinomio en (x-a). A aproximacién tera un erro denotado por O

n+1 " " . .
[(x—a) ]que se le "erro de orde n". Este erro que sera menor canto maior
sexan (porque o polinomio ten mais coeficientes e, polo tanto, mais graos de
liberdade para aproximar a funciénf) e canto menor sexa [x-a (canto mais perto
esteamos de x=a).

n

f(x) = Zai(x—a)i+0((x—a)n+1) xe€ [a—¢g a+c¢]
i=1

A serie de Taylor é unha serie particular, que toma a forma

(a) (x—a)"
n=0 n!

onde £ (a) é an-ésima derivada de f en x=a: é dicir, a, = f("(a)/n!.

Utilizanse as funcidn series(expr, x=a) ou series(expr, Xx=a, n) para a
aproximaciéon dunha expresion nunha serie e a funciéntaylor(expr, x=a, n) para
a descomposicion nunha serie ou polinomio de Taylor. Ambas realizan un
desenvolvemento nunha serie de orde n (de Taylor no caso da funciéon taylor) da
expresion expr no punto x=a. Os argumentos son: expr a expresion a desenvolver,
X 0 nome da variabel independente, a (x=0 se non se especifica o punto) o punto
de descomposicion e n a orde de descomposicion.

[> series(x/(1-x-x"2), x = 0):
x+x2+2x3+3x4+5x5+0(x6) (1.1.1)

> series(x/(1l-x-x"2), x); # se non se especifica o punto
consi dérase x=0

i x+x2+2x3+3x4+5x5+0(x6) (1.1.2)
[> s1:=series(x/(1-x-x"2), x, 10);
STi=x+X+2x+3X +5xX +8xX°+13x +21x°+34x° +0(x'?)  (1.1.3)




> type(sl, 'series'); #conproba se sl € de tipo serie

true (1.1.4)
B type(sl, 'polynom); # conproba se sl €& de tipo polinonio
false (1.1.5)
> pl: =convert(sl, 'polynom); # convirte a serie nun polinomo
p1 =X+ X+ 2X+3X 45 +8xX°+ 13X +21x°+34x° (1.1.6)
B type(pl, 'polynom);
true (1.1.7)

Esta serie ou polinomio de Taylor aproxima & funcién (neste caso f(x)=x/(1-x-x%))
nun entorno de x=0: a aproximacion é mellor cando méis perto esteamos de x=0
e canto meirande sexa a orde n do polinomio. Podemos comprobar esta

L aproximacion co comando:
> fi=x/(1-x-x"2):plot([f,series(f,x=0,4)],x=-0.6..0.6);
6.

54
44
34
21
14

f(w. =07 0 0.2 0.4 0.6
X

,1.

Aumentando a orde da serie (no caso anterior, 4), acadase unha mellor
| aproximacion. Nota que a diferencia aumenta cando nos alonxamos de x=0.

> series(x"3/(x"M+4*x-5), x = infinity);
1 4 5 1

;——4+—5+O(—7) (1.1.8)
X X X

#seri e de Tayl or

6) ;
1 3 1 A 1
Xt Xt 100 X >+ 0(x0) (1.1.9)

B tayl or (exp(x), x =0,
1 2
1+x+ - x"+

)

B type(% 'series');

true (1.1.10)
> taylor(sin(x), x = Pi);
1 3 1 5 6
-(x=m) + = (x—n) = = (x—m) +0((x—n)") (1.1.11)

;Podemos calcular o coeficiente i coa funcién coeff(p, x"i):
> coeff(pl, x*2);
1 (1.1.12)

;onde plé o polinomio de Taylor.

Tamén se pode calcula-lo desenvolvemento en serie de Taylor de funcions de
varias varidbeis (p.ex. f(x,y)) conmtaylor(). Por exemplo, f(x, y) =

x2+y2 7
e podese desenvolver usando :




> ntayl or (exp(x"2+y”~2), [ x=0,y=0], 8);

2 2 1 4 2 2 1 4 1 6 1 2.4 1 42 2 1 6
1 — — — — — — 1.1.13
+x+y+2x+yx+2 +6x+2 x+2yx+6y ( )

Suma de seriesnumeéricas

As series finitas numeéricas e infinitas son da forma:

Utilizase o comandosum ou Sum (non evalla a expresion) combinado convalue.

sum(f, k=m..n)

> f
k=m

onde

f - expresion

Kk - nome do indice do sumatorio

m, n - extremos do sumatorio (enteiros ou expresions)

A funcién sum( ) calcula a expresion simbodlica dunha suma (finita ou infinita).
Para calcular unha suma finita dun niamero constante de sumandos (non k, senén
p.ex. 5 sumandos), mellor usa-lo comando add(f, i = m..n). Exemplo:

2 .
add(l ,i=1 ..5)

[> Sum(1/k!, k=0..infinity); value(%:
NS
k=0k!
i e (1.2.1)
> Sum( 1/ n*2,n=1..infinity)=sum1/n*2,n=1..infinity);
n=1§2=(13n2 (1.2.2)

Productosde series

Os produtos finitos estan definidos por
n

Hlai = a,0d,...4,
1=
E os produtos infinitos estan definidos por




En Maple, estos productos calculanse coa funcion product(f, k=1..n). A funcion
Product(f,k=1..n)fai o mesmo pero s6 mostra a expresion. Por exemplo, para

calcular:
-2
n=0 (2n+1)

> Product (1-4/(2*n+1) "4, n=0..infinity)=product(1-4/(2*n+l) "4, n=0. .
infinity);

I (1—ﬁj =sin(n(% +%I\/7)) Siﬂ(n(—%ﬁ—i—%)) (1.3.1)

n=0 2n+1




