YManipulacion de polinomios e funcions
racionais

VY Polinomios dunha variabel
Chamase forma candnica dun polinomio a:
apx" + a, X"+ . +ax + ag
onde n é o grao do polinomio, a,, o primeiro coeficiente e ag o ultimo. A
definicion dun polinomio farase mediante o operador de asignacion

> pl:=-3*Xx + 7*X"2 - 3*X"3 + 7*x"4,
pl:=7x-3x+7x—3x (1.1.1)
| Para avaliar p;(%p=1):
> eval (p1, x=1);
8 (1.1.2)
> type(pl, 'polynom); # devolve true se pl é un polinomo
i true (1.1.3)
> | coeff(pl); # devolve o coeficiente do térnp de mai or grado
7 (1.1.4)
> degree(pl); #devolve o grao do polinom o
4 (1.1.5)
> p2: =5*x"5 + 3*Xx"3 + x"2 -2*x + 1; # definicion do polinomo
p2
p2:=5xX +3xX+x¥ -2x+1 (1.1.6)
> 2*pl + 4*p2 +3;
20 +14x +6X° +18x° —14x+7 (1.1.7)
> pl*pz;
(7xX=3X+7X¥-3%x) (GX+3X+X¥ -2x+1) (1.1.8)
> expand(%; # calcula a expresion anterior
358 —15x8° 456X —17xX0+4x +11x 20X +13x° -3 x (1.1.9)
> sort(%; # para obter o polinomio en forma candnica
358 —15x8°4+56x —17xX+4x +11x —20X + 13X -3 x (1.1.10)
> coef f (pl, x"3); #devol ve o coeficiente de x3 do polinonio pl
-3 (1.1.11)
Alguns comandos para a manipulacién de polinomios que xa vimos son: coeff(
)e degree() (que s6 poden operar sobre polinomios en forma agrupada).
En MAPLE pddese calcula-lo cociente e o resto dunha divisién de polinomios
coas funciéns quo erem:
rem(a b,x)erem(a b, x, 'q') devolve o resto de dividir a entre b
gquo(a b, x)equo(a, b, x, r') devolve o cociente de dividir a entre b




aeb son polinomios na variabel x e'q' e 'r' son opcionais e representan o0s
nomes das variabeis as que se asignara o resultado das respectivas operacions
(resto para o comando quo e cociente para o comando rem).
O restor e o cociente gcumpren:a = b*q + ronde degree(r, x) < degree(b, x)
> ql: =quo(p2, pl, x, 'rl"); # devolve o cociente e en rl

al macena o resto

5 15
1:=—= — 1.1.12
I W=7 X g (1.1.12)
> rl;
53 3.2 53
49x + X 49 x+1 (1.1.13)

> testeq(p2=expand(ql*pl+rl)); #conprobacion do resultado
anterior
true (1.1.14)

>r2:=rem(p2, pl, X, 'g2'); # devolve o resto e al macena o
cociente en (2

._ .93 3 2 53

] r2:= 49 X +X 49 x+1 (1.1.15)
> 2;

5 15

- — 1.1.1

- X+ 19 ( 6)
> testeq(p2=expand(q2*pl+r2));

true (1.1.17)

A funcién divide devolve verdadeiro (true) cando a divisién entre dous
| polinomios € exacta (resto cero), i.e., pl divide a p2, e senén devolve falso (false).
> divide(p2, pl);

false (1.1.18)

Para calcula-lo maximo comun divisor de dous polinomios utilizase a funcion
gcd e para o minimo comun multiplo a funcién lcm

gcd(a, b) lcm(a, b,...)
L onde ae b son os polinomios.

> gcd(p2, pl); ,

I ¥+l (1.1.19)
> | cm(p2, pl);
i (5 -2x+1) (7x* =3 +7¥=3%) (1.1.20)
> expand(%; # calcula a expresi6n anterior

35x —15x°+21x° —2x - 17 +13X¥ -3 x (1.1.21)

> lcm(6, -8, 3, 4, 12); # lcm podese aplicar a mais de dous
factores
24 (1.1.22)

Tamén se pode calcular as raices dun polinomio coa funciénroots. S6 da as
raices exactas (enteiras, racionais, certas raices irracionais, e raices complexas




\ 4

con partes real/imaxinaria enteira, racional ou certas irracionais).

roots(a, x, K)
e devolve unha lista de pares da forma [[r1, m1], ..., [rn, mn]]onderi e a raiz do
polinomio a con multiplicidade mi, é dicir, (x - ri)™" divide ao polinomio a.O
argumento K indica o conxunto no que se buscan as raices (por defecto, Z ou <;
se se especifica {sqrt(2)}, buscanse nos irracionais que se poden pofier en

termos de 2 (idem se se pon sqrt(3), etc); se se especifical, busca nos
numeros complexos con partes real e imaxinaria enteiras, racionais ou sqrt(2),
etc.

> p3: =expand( pl*p2);
| p3:=35x 158 +56X 17X +4X° +11x' —20X’ +13x° —3x  (1.1.23)

> root s(p3);
39
7
Devolve s6 duas raices cando o polinomio € de grao 9. Esto débese a que sO
devolve as raices racionais. Se queremos outras raices hai que especifica-lo
| campo (distinto do campo dos racionais)
> roots(x"4-4, Xx); #ningunha raiz exacta racional

[] (1.1.25)

> roots(x"4-4, sqrt(2)); # raices reais mitiplos de sqrt(2)

> roots(x”4-4, {sqrt(2), 1}); # raices reais e nmitiplos de

sqrt(2)
q [T 1] T, 1) [ 1] VT ) a12n

Pddese factorizar un polinomio (escribir un polinomio como producto de

factores irreducibeis con coeficientes racionais) coa funcion factor:
factor(a) factor(a, K)

[ a € o polinomio e K un argumento opcional igual que en roots.

> factor(p3);

[O, 1]’

} (1.1.24)

X(7x=3) (53 -2x+1) (¥ +1)° (1.1.28)
Polinomios de varias variabeis
MAPLE permite definir polinomios de varias variabeis e proporciona algunhas
funcions para a sua manipulacion:
| > restart;
> pol i : =6*X*yA5+12% yA4+14* XA 3% yA3- 15% XA 2% yA3+9% xA3* yA 2~ 30% x*
yN2- 35* xN4*y+18*y* xN2+21* X5,
poli:=14X Y +6 XY +21x —35x y+9x° YV — 158y + 12y  + 18Xy (1.2.1)

| —30xY

> sort(poli); #por defecto ordea por graos totais (suma de
potencia de x + potencia de y) decrecentes
(12 2




14Xy +6x)° +21x =35 y+ 9 — 158y +12)y 1182 y (1.2.2)

| —30xy

(> sort(poli, [x,y], plex,descending): # ordea os ternos de
forma al fabética (en inglés). Ve-la axuda do comando sort
para ver todal as posibilidades: plex=purely |exicographic

21X =35 y+14X Y +9X° YV — 158y + 18X y+ 6 x)” — 30 x )/ (1.2.3)
+12y*

> sort(poli, [x, y], plex, ascending);
# ‘ordea os monomios por potencias crecentes de x (con
empates, por potencias crecentes de y)

12 —30xy +6xy +18X¥ y—158¥ YV +9x° Y +14Xy  —35xty (1.2.4)
| +21x
> sort(poli, [x, y], tdeg, descending);

# tdeg=total degree: ordea os monomios por sumas de
potencias de x e y decrecentes

14Xy +6x)° +21x =35 y+ 9 — 158y + 12y +18 % y (1.2.5)

| —30xY

> sort(poli, [x, y], tdeg, ascending);
# ordea os monomios por sumas de potencias de x e y

crecentes
30Xy + 18X y+ 12y =158y 49Xy =35 y+ 21X + 6 x) (1.2.6)
| 14Xy
> sort(poli, [y, x], plex, descending);
6 x+12y'+14Y X 15 ¥ +9V X —30y x—35yx* + 18 y¥° (1.2.7)
i +21X
> sort(poli, [y, x], plex, ascending);
21X +18yxX —35yx' =30V x+ 9y X —15y ¥ +14 Y’ ¥ + 12 (1.2.8)
i 4—6)5x
> sort(poli, [y, x], tdeg, descending);
6 x+14Y X - 15y ¥ +9y" X =35y +21 X +12)* — 30y  x (1.2.9)
+18y£

> sort(poli, [y, x], tdeg, ascending);
18yX =30V x+ 12y 421X —=35yx* + 9y X =15 ¥ +14 % (1.2.10)
i 4—6)5x

> collect(poli, x); # ordea o polinom o segundo as potencias
de x

21x° =35x v+ (14 +9)y") ¥+ (18y—15}) ¥ + (-30Y/+6)’) x  (1.2.11)
+12y*
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> collect(poli, y), # idemdey
6xY +12Y +(-15x+14x) Y+ (9x° =30x) ¥ + (-35x* +18X°) ¥ (1.2.12)

+21x5

> coef f(poli, x”3); # coeficientes de x°

i 14y} +9y° (1.2.13)
Funcions racionais
As funcions racionais exprésanse como cocientes de dous polinomios, sendo o
denominador distinto de cero.
| > restart;
> f i =x"2+3*x+2; Q. =x"2+5*x+6; h:=f/gq;

fi= X +3x42

W:f+5x+6
oo X 43X+2 (1.3.1)
i X' +5x+6
> nuner (% ; # comando que devol ve o nunerador da expresion
anterior
i X +3x+2 (1.3.2)
> denom( h); #comando de devol ve o denom nador da funcion
raci onal h
X +5x+6 (1.3.3)

Por defecto, MAPLE non simplifica as funcions racionais. As simplificacions so
| se realizan cando o programa recofiece factores comuns.

> ff:=(x-1)*f;

i ffi=(x—1) (X¥*+3x+2) (1.3.4)
[ > g9: =(x-1)"2*q;
i gg:=(x—1)* (¥ +5x+6) (1.3.5)
> ff/gg;

X +3x+2 (1.3.6)

(x—1) (¥ +5x+6)

| Para forzar unha simplificacion utilizase a funcion normal:

> normal (f/Q);
X+1

] 13 (1.3.7)
[> nor mal (ff/99);
X+1
(x13) (x—1) (1.3.8)

;Tamén se poden definir funcidns racionais en varias variabeis.
| > restart;
> f:=161*y"3+ 333*x*yN2+184*y"2+162* X" 2* y+144* x*y+77*y+99*




X+88;
| [:=161) +333x)° +184)° + 162X y+ 144xy+77y+99x+88  (1.3.9)
> g: =49*yN2+28* XN 2* y+63* Xx*y+147*y+36* XN 3+32* x"2+177* x+104,

| =49y +28X y+63xy+147y+36X +32X +177x+104  (1.3.10)
B flo;

161)° +333x)° +184)° + 162X y+ 144 xy+ 77y + 99 x + 88

> - . (1.3.11)
i 49/ + 28X Y+ 63Xy +147y+36 X +32X +177x+ 104
> normal (% ;

161" +333x) +184)° +162x" y+144xy+77y+99x + 88 (1.3.12)

49y +28 X’ Y+ 63 xy+147y+36 X +32 X +177x+ 104

Pddese realiza-la descomposicién en fraccidéns parciais utilizando o comando
| convert e especificando a opcion 'parfrac’

| > restart;

> f:=(x"5+1)/ (xN4-x"2);

5
X +1
=" (1.3.13)

X —X

B convert (f, 'parfrac', Xx);

(1.3.14)




