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YLimites, diferenciacion e integracion

Definicion dunha funcidon. Diferencia cunha
expresion

En MAPLE as relacidns funcionais pédense definir de dous xeitos:
1. Mediante unha expresién ou formula

2. Cunha funcién matematica propiamente dita
Se temos unha expresion (caso 1):

> f:=x"3+1,;
fr=x+1 (1.1.1)
L e a queremos evaluar nun punto x=3, necesitase utiliza-lo comando subs
> subs(x=3, f); # substitie x=3 na expresion f
28 (1.1.2)

[ Para definir unha funcién propiamente dita (caso 2) utilizase o operador frecha
L(->)
> f:=x->x"3+1;f(3); #evaluanos f en x=3
fi=x—x +1
28 (1.1.3)

;A funcion tamén pode ter varias variabeis:
> f=(Xx,y)>x+y
f=(xy) —x+y (1.1.4)

> f(x,y)
X+y (1.1.5)

[ Tamén podemos definir unha funciéon que dea como imaxe un vector de 2 ou
| mais valores. Por exemplo:f:= R2 — R3 definida por:
> fr=(x,y)->(x"2, x-1, exp(-Xx));

i fi=(x, y)— (X, x—1,e %) (1.1.6)
> f(x,y);
i X, x—1,e" (1.1.7)
(> f(1,2):

1,0,e? (1.1.8)

Conversion de expresiéons en funcions
Para convertir unha expresién nunha funcion utilizase o comando:
unapply(expr,x,y, ..)

onde:
expr -expresion
X,Y,.. -nomes de variabeis

|7> expresion: =(anr2*x"3+b*exp(t) +c"3*sin(x))/ (a*x"2+c*t);



2 3 t :
expresion .= ax +be§ +c331n(x) (1.2.1)
i ax +ct
> f:=unappl y(expresion, x, t); #crease unha funci én nas
vari abeis (x,t)
2.3 t :
fim (x, 1) > a x +be; -|—c3sm(x) (1.2.2)
i ax +ct
> f(0,1);
be
— 1.2.3
_ ; (1.2.3)
| [> restart; # linpa a nenoria interna de MAPLE
VY Operaciéns sobre funciéns

Con MAPLE podese realizar as operacions de suma, multiplicacién e

composicion de funcions da seguinte forma:
> f:=x->In(x)+1; g:=y->exp(y)-1;

fi=x—-In(x) +1

i gi=y—e—1 (1.3.1)
> h:=f+g; h(z);

h:=f+g

i In(z) +¢” (1.3.2)

> h:=f*g; h(z);
h:=fg

i (In(z) +1) (e*=1) (1.3.3)
> h:=f@; # conposicion de funci 6n co operador @

i h:=fag (1.3.4)
> h(z);

i In(e”—1) +1 (1.3.5)
> h:=g@; h(z);

h:=g@f

i eln(Z) +1 _ 1 (1.3.6)
> simplify(%; #sinplifica a funci6n anterior

i ze —1 (1.3.7)
> (f@@)(z); # equivalente a f(f(f(f(z2))));

i In(In(In(In(z) +1)+1)+1) +1 (1.3.8)
Na composicién temos que fixarnos que a segunda funcion poda aplicarse
sobre a imaxen da primeira funcion aplicada. Por exemplo, que o n° de saidas
da 12 funcién (se € unha funcién vectorial) coincida co n° de entradas que
espera a 22 funcién).




V¥V Definicion de funcions por intervalos

Hai que usar o comando:

piecewise(cond_1,f 1,cond_2,f _2,...,cond_n,f_n,f_otherwise)
onde os parametros son:

fi - expresion

cond_i - intervalo de definicién (relacién ou combinacién booleana de
inecuacions)

f _otherwise - (opcional) expresion por defecto

> f:=x- >pi ecewi se(x<=1l, x+1, 1<x and x<3, sin(x), 1);f(x);
f:=x—piecewise(x <1,x+1,1 <x and x < 3, sin(x), 1)

x+1 x<l1
sin(x) 1 <xand x<3 (1.4.1)
1 otherwise

> plot (f(x), x=1..4):
1.8
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;Pédese facer exactamente igual cunha expresion:
> f:=piecew se(x<=1, x+1, 1<x and x<3, sin(x), 1);plot(f,x=-1.

.4);
x+1 x<l1
f:=1 sin(x) l<xand x<3
1 otherwise
1.8
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VYV Definicion e representacion grafica de funciéns de

ddas variabeis
|7> f:=(x,y)->x"3-3*x*y"2;

M1 R 1\



f:=(x y)—>x3—3X); (1.5.1)

> f(3,2); #evaluanpos a funci 6n no punto (3, 2)
i -9 (1.5.2)

| Representamos a funcion de 2 variabeis co comando plot3d:
> plot3d(f,-1..1,-1..1, axes=FRAME, styl e=PATCH);

;O mesmo podemos facer con expresions:
> f:=sin(x"2*y"2);plot3d(f,x=-Pi/2..Pil2,y=-Pi/2..Pil2);
f:=sin(x¥*y#)

Outro tipo de grafica que permite representar en 2D funcions de duas variédbeis,

€ omapa de calor, que mostra en vermello (resp. azul) as rexiéons do plano XY

con valores elevados (resp. baixos) da funcion. Hai que usar o comando

 contourplot, no médulo plots:

> with(plots):contourplot(sin(x*"2*y"2),x=-Pi/2..Pil2,y=-Pil2..
Pi/2,filledregions=true);

VY Céalculo de limites




MAPLE pode calcular limites de expresiéns ou de funciéns utilizando o comando

limit(f, x=a, dir) lim f
Limit(f,x=a,dir) (non evalGa o limite senon que so o deixa
indicado)
onde os argumentos son:
f - expresion alxebraica
X - nome da variabel
a - punto do limite ( pode ser infinity, ou -infinity)
dir - (opcional) refirese a direccidén na que se calcula o limite, aproximando
pola dereira (right) ou pola esquerda (left). Por defecto aproximase polos
dous lados.
(> linit( cos(x)/x , x=Pil2):
| 0 (1.6.1)
> limt -x"2+x+1)/ (x+4) , x=infinity);
( ( )/ (xed) , x=i y) (162
>limt( tan(x) , x=Pi/2);
undefined (1.6.3)
>limt( tan(x) , x=Pi/2 , right);
- o0 (1.6.4)
>limt( tan(x) , x=Pi/2, left);
i 0 (1.6.5)
> Limt( cos(x)/x , x=Pi/2);
lim <08(X) (1.6.6)
xozn X
> value(%; # evallase o limte anterior
0 (1.6.7)
> Limt( tan(x) , x=Pi/2, left)=limt(tan(x),x=Pi/2,1eft);
lim  tan(x) = « (1.6.8)
el
> val ue( 9% ;
2l £ (1.6.9)

VY Calculo de derivadas

MAPLE pode calcula-la derivada dunha expresidon con respecto a unha variabel
dada utilizando o comando Diff ou diff ou o operador D (que opera sobre
funciéns). Comando diff:




diff(f, x1, ..., X)) d

dx; ... dx; f
diff(f, x1$n]) d"
g,lq f
diff(f, x1$n, x2%n, x3], ..., d"
X}, xk$mi) dx}" d; .. dx ) dX]! f
onde:
f - expresion que se quere derivar
x1, X2, ..., Xj - variabeis respecto as cales se calcula a derivada
n - orde de derivacion

Tamén se pode utiliza-lo comando Diff co mesmo efecto que no caso do limite.

ERE =exp(-2*x);

i fi=e % (1.7.1)
> derivada: =di ff(f,x); # devolve unha expresion
derivada:= -2 e X (1.7.2)

> f_prima: =unappl y(derivada, x); # agora f_prim é unha
funci on

i f.prima:=x— -2 e X (1.7.3)
> f _prima(3); #evalda a funci édn nun punto
i _2¢® (1.7.4)
> Dff(x"3+2*x , X);

% (X +2x) (1.7.5)
B value(%; # eval la a expresi 6én anterior
i 3X° +2 (1.7.6)
(> Di ff(x"3+2*x , x$2); #derivada segunda

% (X +2x) (1.7.7)
=> val ue( % ;

6 x (1.7.8)

O diff serve tamén para derivar funcidons con respecto a varias variabeis ao
 mesmo tempo

> Diff(sin(x*y),x$2,y)=di ff(sin(x*y), x$2,y);

3
) > sin(xy) = -cos(xy) X); —2sin(xy)y (1.7.9)
)%
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| Se queres calcular o valor da derivada nun punto, tes que empregar o diff
> subs(x=Pi,y=-Pi,diff(sin(x*y),x,y));
: 2\ 2 2
sin(-n°) n° + cos(-n°) (1.7.10)

Con funcidéns (definidas con ->) hai que empregar o operador D:
D)  DIilf) DllO&,y,..)

onde 0s argumentos son:

f - funcién a derivar

i - enteiro ou enteiros, que indican a orde da variabel a respeito da cal
se deriva (p.ex. se temos f(x, y, z), entén D[3,2,1](f) € a derivada a respeito de z, v,
X, sucesivamente

X, Y, ... - punto de aplicacion

O operador D é mais xeral que diff xa que pode evaluar a derivada nun punto.
| Co comando convert podese convertir un formato no outro.

| > restart;
>D1,1,2](9) (x,y);

] D[1, 1, 2](g)(x, y) (1.7.11)
> convert (% diff);
i 5 9(X%Y) (1.7.12)
i oy 0x
(> Diff(x23+2*x , X):
% (X +2x) (1.7.13)
=> convert(% D);
i 3X° +2 (1.7.14)
;> restart;
> f:=x->In(x)+sin(x); # definicion dunha funcion
f:=x—In(x) + sin(x) (1.7.15)

> f _prima:=D(f); #devol ve unha funci on

f_prima::xa% + cos(x) (1.7.16)

> g:=(x, vy, z)->exp(x*y)+sin(x)*cos(z)+x*y*z; #funcion de
varias vari abei s
g:=(x, ¥ z)—e*Y +sin(x) cos(z) +xyz (1.7.17)
> der: =D 2] (g); #derivada respecto a y por ocupar-la segunda
posi ci On
der:=(x,y, z) »xe +xz (1.7.18)

Integracion definida e indefinida
MAPLE realiza a integracion definida e indefinida co comando int

int(expression,x)



J expression dx

int(expression,x=a..b) b .
J expression dx

int(expression,[x = a..b,y =c..d, ...]) d.b ]
J J expression dxdy

c a

onde os parametros son:

expression - expresioén a integrar
X,y - variabeis de integracion
a, b,cd - intervalo de integracién no caso de integral indefinida
;> restart;
> expresion: =2*x*exp(x"2);
. 2

expresion:= 2 x e" (1.8.1)

> int(expresion, x); # integral indefinida
2
e (1.8.2)

> diff(% x); # derivanps o resultado da integral e da
expresi on

> int(sin(y)*cos(y),Vy);
_% COS()/)Z (184)
> i nt (1/ exp(x"2) +x, X) ;
% J erf(x) + % e (1.8.5)
(> int(1/x, x=2..4); # integral definida
] In(2) (1.8.6)
> expresion2: =1/ (1+x"2);
expresionZ:.= 1 5 (1.8.7)
i 1 +Xx
> int(expresion2, x=0..infinity);
%n (1.8.8)

O comando Int é interesante para visualizar a integral que estamos a realizar
| pero non avalia a expresion.

> | nt(expresion2, x=0..infinity);

(1.8.9)




dx (1.8.9)

> val ue( % ;
- (1.8.10)

[Nota gue a integral infinita € o limite da integral finita cando o intervalo de
integracién tende a infinito:

oo X
J £(x) dxz}!i_rpwj £t dt
a a
Por exemplo:
<] X
J L dleimJ L
X At e
_ 1 1
> int[tlz, t=1. .x) assuming x :: positive
x—1 (1.8.11)
X
> limit(%, x=1infinity);
i 1 (1.8.12)
(1 o
> 1nt[x2, x=1. .1nf1n1ty];
i 1 (1.8.13)
No caso de integrais dobres (€ dicir, de funcidns de duas variabeis):

a.X

JO J :Ux (Xy+x/) dy

(Xy+x7) dydx=J

> I nt (x"2*y+x*y"2, [y=-X..X,x=0..a])=int(int(x"2*y+x*y"2, y=-
X..X),x=0..a);

‘O‘_

dx

a. X

(X% y+x)y*) dydx = 1% a’ (1.8.14)

> I nt (X"2*y+x*yn2, [y=-X..X,x=0..a])=int(x"2*y+x*y"2, [y=-X..
X, X=0..a]);
-a . X 2

(X% y+x)P) dydx = 15 a (1.8.15)
0" -x

Dado que a integral debe ser un niamero que non pode depender de x nin dey,
esta claro que os limites variabeis (neste caso, - x e X) corresponden a variabel y,
e os limites constantes (neste caso, 0 e a) corresponden a Xx. Sempre hai que
integrar primeiro con respeito a variabel que ten os limites de integracion

| variabeis (neste caso, y).




